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Funktionen. Teil I1
1. Funktionenreihen. Welierstrass-Kriterium

Untersuchen Sie die folgende Funktionenreihe auf punktweise und gleichméfiige Konver-
genz:

ZL mit = € [0, 1].

Weierstrass- Majorantenkriterium fiir gleichméffige Konvergenz von Funktionenreihen
(Satz 8.11)

n x? . nl 1
Damit ist ((2) = > o7, & ecine (gleichm.) Majorante, und die Funktionenreihe

gleichméBig konvergent. Die Konvergenz der ((2)-Reihe folgte aus der Vorlesung, zusam-
men mit der Ubung 1a), BlattS.

Damit auch punktweise konvergent fiir jedes x € [0,1]. Summenfunktion als spezielle
hypergeometrische Funktion.

Wert von ((2) als ,,Basler Problem* der zwei Bernoulli-Briider Jakob und Johann. Wert
2
& erst 1736 von Euler.

2. Eigenschaften von sin und cos aus den Reihendarstellungen

a) cos und sin sind auf ganz R stetig (da Potenzreihen mit R = oo und Satz 6.9 aus
gleichméfiger Konvergenz und Stetigkeit der Summenglieder, folgt fiir die Summe, d.h.
cos, bzw. sin Stetigkeit).

() cos bzw. sin ist eine gerade bzw. ungerade Funktion.

~) cos*x + sin*z = 1. Aus |e'®| = 1 und Euler-Formel. Fiir den Punkt ¢‘* des
Einheitskreises erhélt man cos bzw. sin als Real- bzw. Imaginérteil. Rechtwinkliges Drei-
eck mit Winkel z im BogenmaS8. (Einheitskreisbogen von z = 1 bis z = €'® erst mittels
Differential- und Integralrechnung.)

d) Additionstheoreme (siche Blatt 9, Aufgabe 1)

Man benétigt noch die Definition von 7 (bzw. 7/2).

(i) Definition von 7/2 (nach E. Landau):

Die reelle Funktion cos hat mindestens eine positive Nullstelle. Bezeichnung 7/2 fiir die
kleinste der positiven Nullstellen.

AuBlerdem gilt: sin ist auf [0, 7/2] streng monoton wachsend und sin(x) > 0 im Intervall
(0,m/2].

Beweise: Spéter mit zwei Sétzen der Differentialrechnung (Monotonie- und Mittelwertsatz)
einfach.

Zeigen Sie mit diesen und direkt aus der Reihendefinition folgenden Resultaten die fol-
genden speziellen Werte, die Symmetrie und die Periodizitéit der sin und cos Funktionen
mit Periode 2 7:

Fortsetzung von 2. auf Seite 2



Forschungszentrum Karlsruhe PD Dr. W. Wenzel/Dr. A. Zaikin
Universitiat Karlsruhe U: Dr. habil. W. Lang
Mathematische Grundlagen der Physik Sommersemester 2008

_ 9.

2. Fortsetzung: Trigonometrische Funktionen

3
(ii) sm(g) =1, sin(mr) =0 = sin(27), SZTL(%) = -1,
3

cos(m) = —1, cos(2m) = 1, cos(%) =0.
(iii) sin(r/2 — x) = sin(w/2 + x) , Spiegelsymmetrie um z = g ;

also sin(z) > 0 auf (0,7), d.h. 7 ist die kleinste positive Nullstelle von sin .

Analog: cos(m/2 — x) = —cos(m/2 + ), Punktsymmetrie um =z = g :
(iv) sin(v + 27 k) = sin(z) , cos(v + 27k) = cos(x) , VkEZ,
(v) sin ist auf [—m/2,+m /2] ,bzw. [7/2,37/2], streng monoton wachsend, bzw. fallend ;

cos ist auf [0, 7], bzw. [m, 27|, streng monoton fallend, bzw. wachsend .

Zu ii): Additionstheoreme und =).

Zu iii): Additionstheoreme.

Zu iv): Fiir n = 1 aus i) und vollstdndige Induktion mithilfe des Additionstheorems fiir
positive n. Fiir negative n (n = 0 trivial) mittels iii).

Zu v): Z. B. Zeige cos streng montoton fallend in [0, 7/2]. Dann mit iii) fiir cos auch auf
dem Intervall [7/2, 7]. Verwende z < 2/, z,2’ € [0,7/2]. 2’ = xz + A, mit 0 < cos(A) <
1 (aus «), i) und cos(A) > 0, aus der Stetigkeit von cos und cos(0)=1 und Def. 7/2).
Dann cosz’ = cos(x + A) mit Additionstheorem = cosz cos A < cosz.

3. Kontrahierende Selbstabbildungen. Dehnungsbeschrinkte Abbildungen.
Fizpunkte. Lipschitz-Bedingung und -Stetigkeit

Beispiel: z € I = [-1,+1], fu(x) := 1 — pa® zunichst mit u € [0,2], spéiter mit
n € (0, %)

Definition: f : I C R — I ,x — f(z) heiBt a-kontrahierende (Selbst)abbildung
wenn Vx,y €1 : | f(z) — f(y)]| < alz — y|, mit a € [0,1).

Satz 1: f : I CR — I ;2 — f(x) und f stetig auf I = [ hat mindestens einen
Fixpunkt im Innern von I.

Beweis: Aus dem Zwischenwertsatz (ZWS) mit Hilfsfunktion g(z) = f(z) — z. D.h.
Nullstellen von g entsprechen Fixpunkten von f. Wegen der Selbstabbildung gilt: g(a) > 0
und g(b) < 0. Falls g(a) = 0 oder g(b) = 0: fertig. Sonst: g(a) > 0 und g(b) < 0. ZWS
zeigt Existenz von ¢ € (a,b) mit g(c) = 0, also Fixpunkt von f im Innern von .

Im Beispiel: Fixpunkte fiir 4 = 0 ist xtp = 1. Fiir p = 2 findet man zwei Fixpunkte
. . . 1
{—1,1/2} und fur p € (0,2) einen Fixunkt zp = oY (=1 4+ /1 + 4p).
14

Satz 2: f : | CR — I ;x> f(z), a—kontrahierend = f hat genau einen Fixpunkt.

Fortsetzung von 3. auf Seite 3
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3. Fortsetzung

Beweis zu Satz 2:
i) Sogenannte Defektungleichung herleiten ( f(z) — z ist der Defekt zu f(x) = z):

o~ yl < = (F@) 2| + | f&) — y))  Vayel.

Aus: |z — y| = |z — f(x) + f(z) — f(y) + f(y) — y| mit Dreiecksungleichung und
Voraussetzung a—kontrahierend.

ii) Jede a—kontrahierende Abbildung ist eine dehnungsbeschrinkte Abbildung. D.h.
f : D(f) = R, IL € Ry, sodass Vz,y € D : |f(z) — f(y)| < L|z — y|. Solche
Abbildungen mit der Dehnungsschranke L, die auch Lipschitz-Konstante heif3t, sind auto-
matisch (sogar gleichméfig) stetig. Dehnungsbeschrinkte f nennt man Lipschitz-stetig.
Die Ungleichung mit L heifit auch Lipschitz-Bedingung.

iii) Zur Eindeutigkeit des Fixpunktes xp dann ein Widerspruchsbeweis mithilfe der De-
fektungleichung: * = f(x) und y = f(y) mit Annahme z # y. i) zeigt: |z — y| <

1
T (0 + 0) = 0. Widerspruch zur Annahme = # y.
-«

Approximation durch Iteration: z,.; = f(x,),n € N. Siehe Skizze fir « = 1/2
kontrahierende Abbildung f,—;/4 mit Fixpunkt zp = 2 (\/§ - 1)~ 083 < 1.

Siehe W. Walter: Analysis 1, Seiten 312-315, 115.

Skizzen zu Abbildungen f, und Fixpunkte
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Abbildungen, f(x)=1- mu*x~2, mu=0,1/2, 1 1.1 Iteration, f(x)=1- mu*x"2, mu=1/4; Start x=f(.4)
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