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24) Killinggleichung im Fall der Kugeldrehungen im R3

a) Berechnen Sie für die Kugeldrehungen (spezielle Möbius-Tansformationen auf C mit
Parametern α, β) von Aufgabe 2), Blatt 1, deren infinitesimale Transformation

z′ = z − ζ(z) , z̄′ = z̄ − ζ̄(z̄) , mit ζ̄(z̄) := ζ(z) .

Verwenden Sie dazu α → 1 + δα , β → δβ und analog für α, β. Welche Bedingung muss
für δα gelten?

b) Verifizieren Sie mit der früher berechneten Metrik gz,z̄(z, z̄) (Siehe Lösungen zu Blatt
1, Aufgabe 2e)) die Killinggleichung

(∂z ζ(z) + ∂z̄ ζ̄(z̄) )gz,z̄(z, z̄) + ζ(z) ∂z gz,z̄(z, z̄) + ζ̄(z̄) ∂z̄ gz,z̄(z, z̄) = 0 .

25) S3 Diametralpunktbeziehung nach stereographischer Projektion

a) Wie sieht die Diametralpunktbeziehung für die Einheitskugeloberfläche S3 in vier
Dimensionen aus, wenn man sie für die stereographisch projezierten Koordinaten ζi,
i = 1, 2, 3, im R3 schreibt? Welche Folgerungen lassen sich daraus ziehen?

b) Verifizieren Sie, dass die infinitesimalen SU(2) ⊗ SU(2)-Transformationen (Parameter

~α, ~β) in R3 die gefundene Diametralpunktbeziehung invariant lassen.

26) Killinggleichung im Fall der R4 Kugeldrehungen und ~π(x)-Formvariationen

a) Zeigen Sie, dass die Metrik gij = δij/( 1 + ~π · ~π/F 2 )2 (mit ~π · ~π := πi δijπ
j) und die als

infinitesimale π−Koordinatentransformation (~π′ = ~π − ~ξ(~π)) aufgefasste SU(2)⊗ SU(2)
Transformation

ξp = −δπp = (~α× ~π)p + ~β · ~π πp/F +
1

2
(1 − ~π · ~π/F 2) F βp , für p = 1, 2, 3,

die folgende Killinggleichung erfüllt

ξp ∂p gij(~π) + ∂i ξ
p gpj(~π) + ∂j ξp gip(~π) = 0 .

b) Berechnen Sie δ gij mit dem oben gegebenen gij(~π(x)), wenn die in Teil a) verwen-

dete infinitesimale SU(2) ⊗ SU(2)-Transformation (Parameter ~α, ~β) für die Felder ~π(x)
verwendet wird. Verschwindet diese Variation?

c) Man fasst ∂a πk unter allgemeinen π−Koordinatentransformationen als Vektor mit obe-
rem Index auf, damit 2L = ∂a πi gi,j(~π) ∂a πj ein Skalar wird. Wie sieht also δ(∂a πk) aus?
Was ergibt sich nach Spezialisierung auf die SU(2)⊗ SU(2)-Isometrie von Teil a)?

d) Was ist die Formvariation des Feldes ∂a πk(x) unter SU(2)⊗SU(2)-Transformationen?
Vergleichen Sie mit Teilaufgabe c)?

e) Ist es überraschend, dass beide Variationen von gi,j im γ5−Transformationsfall nicht
übereinstimmen?


