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3) Pauli-Hamiltonoperator (N = 1 supersymmetrische Quantenmechanik)

Betrachten Sie für ein Teilchen im Magnetfeld ~B mit Masse m, Ladung e und gyromagne-
tischem Faktor g den Pauli-Hamiltonoperator

HP =
1

2m
(~p− e~A)2 12 − gµB

~B · ~σ

2
,

mit µB ≡ e~/(2m) und Bk = i
~ εklm[pl,Am] = ?.

a) Suchen Sie einen hermiteschen Operator Q, so dass gilt: HP = Q2. Welchen Wert

muß g dazu haben?

Hinweis: Versuchen Sie es mit dem Ansatz Q = ~Q · ~σ. Ist das der allgemeine Fall?

b) Zeigen Sie, dass das gefundene Q eine Erhaltungsgröße ist.

c) Gibt es für beliebige Vektorpotentiale ~A einen hermiteschen, von q und p unab-

hängigen Operator W mit {Q,W} = 0 und W2 = 1 ?

4) Zeigen Sie mittels der Baker-Campbell-Hausdorff Formel und der Supersymmetriealge-
bra , dass die Elemente g(ξ, ξ, c) ≡ exp i(ξQ + Q+ξ + cH) das Multiplikationsgesetz
g(ξ, ξ, c) g(ξ′, ξ′ , c′) = g(ξ′′, ξ′′, c′′) erfüllen. Geben Sie ξ′′, ξ′′ und c′′ als Funktion der
ξ, ξ, c und ξ′, ξ′ , c′ an.
Ist diese Multiplikation kommutativ? Ist sie assoziativ? Gibt es ein Einselement e? Gibt es
ein Inverses zu g?

Hinweis: ξ,ξ sind anti-kommutierende Parameter und c ist kommutierend.

5) Super-Algebren und Jacobi-Identitäten

Eine Super-Algebra (graduierte Lie-Algebra) verwendet die Klammer:

[A,B} = C mit [A, B} := AB − (−1)baBA ,

und a = g(A) =

{
0 falls A bosonisch

1 falls A fermionisch
. Analoges gilt für b = b(B) .

g(C) = g([A,B}) := a + b (mod 2) (Z2 Graduierung).

a) In welcher Relation steht [A,B} mit [B, A} ?

b) Zeigen Sie die (graduierte) Jacobi-Identität:

∑
© [[A,B], C] := [[A,B}, C} + (−1)(b+c)a[[B, C}, A} + (−1)c(a+b)[[C,A}, B} ≡ 0 ,

indem Sie alle vier Fälle, BBB, FBB, FFB und FFF ( B für einen bosonischen und

F für einen fermionischen Operator) betrachten.

c) Prüfen Sie, ob im Falle der N = 2 Superalgebra der supersymmetrischen Quanten-
mechanik, d. h. für

{Q,Q+} = 2H , {Q,Q} = 0 = {Q+,Q+} , [H,Q] = 0 = [H,Q+] ,

diese Jacobi-Identitäten erfüllt sind.


