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38) Cartan-Killing Form und adjungierte Darstellung

Eine Liealgebra g mit hermiteschen Generatoren 7., r = 1,...,dim g habe die (reellen)
Strukturkonstanten ¢, *: [T, Ts] = ic,,' T,. Die Cartan-Killing Form (auch Cartan-
Metrik genannt) ist (bis auf einen positiven Faktor) g,.s := ¢., ' ¢, * . Fiir halbeinfache
Liealgebren ist Det g # 0, und fiir halbeinfache kompakte Liealgebren ist g negativ definit.
Solche Liealgebren werden im Folgenden betrachtet.

a) Testen Sie am Beispiel der Liealgebra su(2) (auch A; genannt) dass g,s negativ definit

1st.

b) Zeigen Sie mittels der Jacobi-Identitét, dass ¢, = ¢, * gu total antisymmetrisch
ist.

c) Zeigen Sie, dass durch geeignete Basiswahl g,s = —k d,5 mit k£ > 0 erreicht werden
kann.

d) Uberpriifen Sie, dass (T2%), ! := —i c,, ¢ eine Darstellung der Liealgebra ist

(adjungierte Darstellung).
Zeigen Sie: Sp (T?Y Ta¥%) = —g,,. Also kann man annehmen, dass
Sp (T2 T2 = g 6, gilt.

39) Infinitesimale Eichtransformation von V'(z) im nichtabelschen Fall

Die endliche Eichtransformation des reellen Vektorsuperfeldes V'(z) ist im nichtabelschen
Fall in Matrixschreibweise gegeben durch: (exp V) = exp(—iA") exp V exp(+iA) mit
chiralem, bzw. antichiralem A, bzw. A™.

a) Schreiben Sie in erster Ordnung der Eichsuperfelder A, A" die Variation deV auf.

b) Variieren Sie die Identitdt [V,eY] = 0, und schreiben Sie damit
e V2V etV/Z — etV/I2 5V e V/2
auf.
c) Verwenden Sie die Identitiit eV X e™W = (exp Ly ) X, mit
(Lw)" X = [W,[W,[W, .. [W,X] ... ],
—~—

n mal
um den Ausdruck vom Teilb) umzuschreiben.

d) Zeigen Sie damit die Formel:
' 1
5V = %LV A+ At + com(éLv)(A—Aﬂ]

e) Schreiben Sie die ersten Terme in der Entwicklung der Formel vom Teil d) auf.



